Legon 144 : Racines @' un polynGme. Fonction
Ay miEtTicues €l€mentauiter Bremples ot app*

Do toure cette fecon, K a€eigne un ceps commut atit.

I . Rowinet d'un polyndme
1. Definitiovs et premidres PIGLELES

™
Difinifiow. 1.1 A taxt poly nSme PX) = Z akxk € IKLCxT , on asaceic W

PEER
fowche— yomiale IK — K x — 2o,

K=e

Kk

Notabow. 1.2 Foun % € K, on natere. Poo U €valuatie. de Lo th‘c«. fdyno~

micle esscciie & 7, en «.

D&tinifion 1.3 Sair P & IKLCX1. Oh ait que X € IK ezt aocine de P8
P = .

Exem.?.ﬁeg i.y

*Un JoynBme @wifout nen nul n! eclucet PN ok aacine

o L patyndme nul o dows fee ClRmenks de K Pour 2QUing

Ropostiow 1.5 Saieit P € IKCX] & « € K. Alew % et aacine de P ®
9 stlement @ X o ditise P doww K CXJ.

2. Nulhp.hcil’f dee sacines

Definitiow. 1.6 Seient P & KX now. cengtart, ® € IK et m € N™. B et que

&« ; A
R yne aacine cle mult)?ahcﬂ‘t m de P o« U(_‘x)m divise P o (X-~o
ne  divise P P

Theméme 1.7 Seient P € KEXT | oy, co. € K dettx & geux clistincke et My (M
€ N* alow fer deur assenfrons tuivamke ot fuuaRnie -

U pan ot k€ D2,r 0, x, et ue godne ae muhiplicie my, de P

™

.
(o) il exishe @ € KIxI tel aue P(X)= Qux) 1T (X =00 )" e "gf""f"ﬁ"“
K =1
Qo) #O pwa Towt K € [1,r]

(owllane 1.8 @it P IKLX1 nen aul actmettont > 1 lactinee chistincke oy, - Ar
cie. mulﬁP.&icif{ my  aley kg P 2 Z my, .
K=
En paaticulion, £ P et de deSrE n € N* oles P ocmet au pouc n
AACneR’  dishincker ou ceufonduce daus K.

(owcllatte 1.9 & te cope K et ir\J_ini. et que Pl = 0 pow tat x & IK,
P .o |

Centtre —exemple L.10
$1 K= Zy, PX)=XIX-TNX~Z) $0 o pow foncHooo peugnomiole asocide (5
fonchow nulle

Theaéme 1.11 On argpote Ope Qo copr K eat de conolérisnique nuile. Fowa PE IKIXIMOY,
« €N e m e N* P assenctiow  swivanky st E§utvaerre9;

(Yo et une aawine of' endie m de P
(ml
drvkemom-11, PYo)-0 e P ) %0

Definifion 1.12 Un polynéme P € KLXT\{0} et ot infoluctibe 3il ezt non inrusible et

et dinsibe Que o let polyndmet assexi®s @ P,

Exemplle L3

s X341 ozt in€auctibe dawa RLXJ

- Xe1 ot récuctibe daww CLX]
Remoaque 1.7 Un polyngme P€ KLXI\i0S € ducthiple n' admet fOR de dacine

Bepoaition 115 On ncte j e genchiow. de Mobius. Seit f une foncriow mu (hplicotive

" o * S n = " > ¢
s poun tout n € IN*, fon) = t%:,ua)g(d_} ol gik) ;d%__k-f-td.’).



n
Propomtion 116 ©n sa plose done g, tost civisua irreoluctible de XX et
de degre dlinsouit n . Recipaoquement | pan Tod civisant d de n, {out Folyném
irrf€duch bHe unitadlic de ,568;{ d divies an 'y

Théaéme 1.17 R tout n € N* on notant I, (q) fe nombae de pAYynomer iredu -

T Arwaddojmep

chplee yniteiter Tng) =
=

L T pll)e®

IL . Extentien de onpa et add'onch’w de aacines

i, Ad,a‘m'\c?m ae aacineg

Definifien 2.1 On ait Quiun potynGme P € KLXD eat scintl aws K, 41 @t @n-
Stont ok de deqré N1 €t admet n acding (en coweptant & mUlbEdICiH)

i toutee fkee accinet de P oocnt cle mutti PG 1, on ot Qe P ear scina

3 accineg svmples,

Btinition 2.2 Cn ot Que K ext algzaiquement L & fout palynme P € IKLX]
U wing€ gun (K

Theeneme 2.3 [e cope € est aQ%‘Eb:u'quemerw clos.

PRopexition 2.4 L'anneaut M XD p) pow P e IKIX] hen consfant, st une K- aigeloa

ce Bee Ky o XYY wE e deg P.
Exempﬂcs 2.5
s dons RLOXT, XP+1 ext ir€cuctible o rRLXJ/é(‘H) at un Lept somenphe
ac
c dows QLXT, X*_2 et r€auchble et @\D(J/(x’--z) et un m"@‘P" dle

OMepie 3 @ucez)

Definition 2.6 Cn an Q' Une exknio L de K ezt un e ce rupture d'un potyr.
me P € KCxI non wnstont , i P actmet une xacine w dons L.

Roizxi-ﬁqu. 2.3 Seit P € IKLX1 irfductibe dans MCXJ. Alee P admet un coype

de ,).-UPILQLQ . Le LQLP-C ‘KEXJ/(P)

(ewllaire - Definition. 2.8  Seit P € K CXJ nen conatant . Ales , il existe unc
&teneio~ IL de M a1 laQuelle P gt scina.
© eppalle U eeps ge decomponition de P cun copt deo sacingt ae

2

2 . Nombaeg uﬁg?h‘?_s._r.o,(ﬁ

Definition 2.9 &aient IK et L eer capr ) L exkension de 1K . O ait que a€lL
“t un nombae oﬂgébuq.‘e whil sk P € IKLXT nen nul tel que Ray=o0.

PRPOSITIOL 210 Seit 0 € L oo Lo ascutions tuwoule sent EQuunalentes
(1) @ ext Qﬁsgbligue KU K
Wl tKECal = K @)

W) LK) : k] < +20

~o
_— =~ P e ' g
Theoweme 2.11 Cn mnete of L’ ensemble de¢ now_aac clgemiquer tuy Ih  alow &
o ettt un tepe  dénow bacie ot, & I et aﬂsémtq‘emud. don A et algl- E
batQuement clox. J 5

—

T _ denSmee J_yméh-;_qu&q

D¥finition 3.1 Un polynéme P € ALXq, .., Xa ] et cit sym?ﬁu‘que & poun tout
¢€dn, P(Xga e xS’m)) = PXg0) Xa).

ExemP.Qe 3.2
darw RCX,Y, 2], P(X,Y, 2)= XY + Y2+ 2X

€ ALX: ) Xnl. S 8 € Sy on poa My =

ect _g_HmErnque daus ALX;, -, Xa1,

Définitien 3.3 & M= x,%1. x, %"
K of —

Xgay ~ Xegm Le PaLyn’c‘*me 2. Mg

" _ €, Mg dishnds 5 ==

on .Q’O.Ha&ﬁe le MMETTSe de M dows A LXi i, X1, not€ 2 M.



Definition 3.4 On opalle payndmes symeriquar démentaiie ce Al .., Xa]
2 pUNBmes e (L k €n) efinis Pon: & = 2. X ..o X

s R el
1€ < T

Exempmx 3.5 "
e, = X, + ...+ X, ¢, = L)(,X2=,LXin iy = 8 s B

Remcaque 3.6 Ler polynBmee .;gmé-riguet Elémerthaiteyy ver ijiem‘ L'{gﬂﬁ""f Tongl.:
-1
mentale (T-X;).-- (T=-X,) = T e, T + .

En gostewlian, € P= X v a, X "o L« tn
7

-1
D" T e THEN ey

et seinde dowy IK et &

20T SEnh A acing? | poua. K € Ca,n T, Ay = (~1)% e trypen ).

Theeéme 3.7 (admis) Seiert A un e-nnNe ccumutoct.bt_ unitoite et P un paly-
néme ce A Cxq,--., Xn

Que. Il exiske allew un uniQue pctyngme
Q el QLIQ. P = Q ez -+, en).

1 S)/ me/-rri

Exermple 3.8
e X* 4 x‘,_z = ef‘- 2ey, damw ALX:, X ]

[a}

o les Sommet ode  Newteu S = 2, %" & RLXy -y Xn d

1=

s‘ex‘\uﬂme COmme
PUYNSEme en I :Pdtjnﬁmee _nymETn‘?ueo E€mentaiter , pas p € N

Theeneme 3.9 (1elationg coefficents -2acinet) Ssit un pdynBme P s e X" + d, X+ap
€ IKLX1 scindE dont fav aacine Lot Ty -

e (M) = (=% 2k
Ei

T . Aleg pow tout KE [F2,n],
en notaurt =y -, 0p),




